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　 　 摘　 要: 现实中投票往往存在参与成本ꎬ 且个体的投票决策不仅取决于自身利益ꎬ
也受到社会网络中其他人的影响ꎮ 本文在一般的投票成本与相依价值模型框架下ꎬ 研究

简单多数投票的均衡特征ꎮ 首先ꎬ 我们证明了投票博弈均衡的存在性ꎬ 并进一步刻画了

所有均衡所遵循的二阈值策略结构ꎮ 其次ꎬ 在线性网络外部性与期望收益对称性的假设

下ꎬ 我们考察了网络结构对投票均衡的影响机制ꎮ 理论分析表明: 当社会网络为非正则

图结构时ꎬ 投票博弈仅存在非对称均衡ꎻ 相对应地ꎬ 在正则图结构的社会网络中ꎬ 对称

均衡一定存在ꎬ 且当网络外部性较弱时ꎬ 该均衡具有唯一性ꎮ 数值模拟结果进一步表明:
选民的投票参与度 (即选择投票而非弃权的概率) 会随着网络外部性强度的增加或网络

连接程度的增强而下降ꎮ
关键词: 网络外部性　 简单多数投票　 投票成本　 二阈值策略　 对称均衡

中图分类号: Ｆ０１６　 　 ＪＥＬ 分类号: Ｄ７２　 Ｄ８２　 Ｄ８５

一、 引　 言

集体决策是现代社会治理的重要机制ꎬ 投票则是实现集体决策的基础性制度安排ꎮ
在多种投票规则中ꎬ 简单多数制 (ｓｉｍｐｌｅ ｍａｊｏｒｉｔｙ ｖｏｔｉｎｇ) 因其程序简洁、 操作透明ꎬ 被

广泛应用于公共治理、 公司治理及各类民主实践中ꎮ 例如ꎬ 在美国或欧洲国家ꎬ 居民社

区的公共事务、 学校董事会的预算安排乃至地方议案的通过ꎬ 常常依赖简单多数规则决

定 (Ｍａｔｓｕｓａｋａꎬ ２００５ꎻ Ｇｅｒｂｅｒ和 Ｌｅｗｉｓꎬ ２００４)ꎮ 在中国ꎬ 随着全过程人民民主理念的不

断推进ꎬ 投票亦逐渐成为基层治理中的常规决策方式ꎮ 无论是在城市社区的业主大会上

决定公共维修资金用途ꎬ 还是在农村村民会议中表决基础设施项目建设方案ꎬ 简单多数

投票都被广泛采用ꎬ 成为民主协商和集体决策的有效制度工具ꎮ
党的二十大报告明确提出ꎬ “全过程人民民主是最广泛、 最真实、 最管用的社会主义

民主”ꎬ 强调要拓宽群众有序政治参与渠道ꎬ 完善基层民主制度ꎬ 提升群众在公共事务决

策中的实际影响力ꎮ 在此背景下ꎬ 研究投票规则的作用机制与实际效果ꎬ 不仅有助于深

化对民主决策过程的理解ꎬ 也为优化我国民主制度设计、 提升基层治理能力提供重要理

论支撑ꎮ
尽管已有文献广泛研究了投票中的理性弃权、 投票激励与信息聚合等问题 (Ｆｅｄｄｅｒｓ￣

ｅｎ和 Ｓａｎｄｒｏｎｉꎬ ２００６ꎻ Ｂöｒｇｅｒｓꎬ ２００４)ꎬ 但大多数分析均假设选民效用彼此独立ꎬ 忽略了
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现实中广泛存在的网络外部性ꎮ 具体而言ꎬ 在许多集体决策场景中ꎬ 个体对某项提案的

评价不仅取决于自身的判断ꎬ 还会受到其邻居或朋友态度的直接影响ꎬ 尤其是在有稳定

关系与频繁互动的社会网络中更为突出ꎮ 这类网络外部性广泛存在于中国基层治理结构

之中ꎮ 无论是在农村村庄中村民对基础设施项目或集体经济事务的表决ꎬ 还是在小城镇

或老旧小区居民就物业治理和社区公共事务做出的投票决策中ꎬ 个体往往是长期交往的

朋友、 亲戚或邻里关系ꎬ 其投票行为不仅体现个人偏好ꎬ 更体现对他人福祉的考量ꎮ 正

是因为这类社会网络的密切性和持久性ꎬ 个体对于他人的效用有明确而稳定的关心ꎬ 从

而形成系统性的网络外部性ꎮ
本文旨在填补这一理论空白ꎬ 建立一个包含投票成本与网络外部性的简单多数投票

博弈模型ꎬ 显式引入选民间的网络结构ꎬ 研究在这一更贴近现实的设定下投票均衡的存

在性、 结构特征及其对网络形态的依赖性ꎮ 我们的分析不仅丰富了投票博弈理论框架ꎬ
也为理解中国特有的 “熟人社会” 与社区民主实践提供了制度设计和机制评估的理论

依据ꎮ
本文的理论分析主要包含三个部分ꎮ 首先ꎬ 我们在简单多数投票博弈模型中同时引

入投票成本和效用的相依性结构 (ｉｎｔｅｒｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ)ꎬ 考察此一般化设定下均衡的存

在性与结构特征ꎮ 我们证明ꎬ 在任意异质的投票成本与相依偏好的情形下ꎬ 投票博弈始

终存在贝叶斯纳什均衡ꎬ 且所有均衡均具有明确的 “二阈值策略” ( ｔｗｏ￣ｃｕｔｏｆｆ ｓｔｒａｔｅｇｙ)
结构ꎬ 即每位选民采用两个内在收益阈值分别区分 “反对—弃权—支持” 三个行动

区间ꎮ①

其次ꎬ 在上述一般模型的基础上ꎬ 我们进一步引入网络外部性与线性收益结构ꎬ 并

在期望对称性的假设下分析网络结构对投票均衡的影响ꎮ 研究发现ꎬ 此时投票博弈的均

衡性质显著取决于网络结构是否为正则图 (ｒｅｇｕｌａｒ ｇｒａｐｈ)ꎮ 若网络为非正则图ꎬ 则均衡

必定非对称ꎻ 相反ꎬ 若网络为正则图ꎬ 则必然存在对称均衡ꎬ 且该对称均衡仅依赖于选

民共同度数 ｄꎬ 与具体网络结构无关ꎮ 当网络外部性强度较小或适中时ꎬ 对称均衡唯一ꎮ
该结果的核心机制在于ꎬ 即便选民在事前认为他人的内在收益期望为零ꎬ 但在其投票成

为关键票的情形下ꎬ 其他人在期望上表现为整体倾向与自己相反的立场ꎮ 由于存在网络

外部性ꎬ 选民会在决策中部分内化这种因自身投票所引发的负外部性ꎬ 而内化程度取决

于其度数 ｄｉ 及外部性强度 γꎮ 当网络为正则图时ꎬ 所有选民面临完全相同的内化激励ꎬ
因此可以构成对称均衡ꎻ 而在非正则图中ꎬ 不同度数带来的边际激励不同ꎬ 导致无法同

时满足所有人的最优反应条件ꎬ 从而排除了对称均衡的可能性ꎮ 此外ꎬ 随着网络外部性

强度 γ 增强或选民共同度数 ｄ 提高ꎬ 个体内化投票负外部性的激励增强ꎬ 投票的边际收

益下降ꎬ 从而使得选民在均衡中更倾向于弃权ꎬ 整体参与率下降ꎮ
最后ꎬ 本文借助数值模拟对不同网络结构下的非对称均衡进行了更深入的分析ꎮ 模

拟结果显示ꎬ 即使在选民度数完全相同的不同正则图网络中ꎬ 非对称均衡的具体阈值结

构仍然可能存在显著差异ꎮ 这表明非对称均衡不仅受到选民度数的影响ꎬ 也直接依赖于

网络拓扑的具体结构ꎮ 因此ꎬ 网络结构的差异不仅影响均衡的对称性ꎬ 也对非对称均衡

的具体表现具有重要作用ꎮ 这为我们理解现实中社会网络如何影响集体决策行为的异质
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① 在部分参数设定下ꎬ 两个阈值可能与内在收益的端点重合ꎬ 或彼此重合ꎬ 从而使三个行动区间退化
为两个或一个ꎬ 但策略结构仍属于二阈值策略ꎮ



性提供了新的理论视角ꎮ
本文的研究在理论与实践两个层面均具有重要意义ꎮ 从理论上看ꎬ 本文将网络外部

性显式引入标准的带投票成本的简单多数投票模型中ꎬ 刻画出社会网络结构如何深刻影

响投票均衡的存在性、 对称性与选民行为ꎮ 这一扩展不仅填补了现有文献在 “相互关心

型” 偏好结构下投票行为分析的空白ꎬ 也为后续研究网络嵌入式决策机制提供了可操作

的建模框架ꎮ 从实践和政策角度看ꎬ 本文的分析对于理解和完善我国基层治理中的民主

决策机制具有直接启示意义ꎮ 在乡村振兴、 社区共治、 业主大会、 村民议事会等日益广

泛开展的基层参与制度中ꎬ 投票往往是达成集体共识的重要手段ꎮ 但在熟人社会中ꎬ 选

民之间广泛存在社会交往、 长期互动和情感联系ꎬ 决策往往不仅基于自身利益ꎬ 更受到

他人福祉的影响ꎮ 本文通过构建具备网络外部性的投票模型ꎬ 为这类 “有温度的投票行

为” 提供了理论解释ꎮ 同时ꎬ 本文揭示了网络结构和社会联结强度对投票参与率和集体

决策效率的影响ꎬ 有助于政策制定者在设计村民投票、 社区协商、 议题表决等制度时ꎬ
更好地因地制宜、 分类施策ꎬ 从而推动全过程人民民主在基层落地见效ꎮ

二、 文献综述

本文将网络外部性 (ｎｅｔｗｏｒｋ ｅｘｔｅｒｎａｌｉｔｉｅｓꎬ Ｆａｒｒｅｌｌ 和 Ｓａｌｏｎｅｒꎬ １９８５ꎻ Ｋａｔｚ 和 Ｓｈａｐｉｒｏꎬ
１９８５) 引入带有投票成本的策略性投票模型 (Ｂöｒｇｅｒｓꎬ ２００４)ꎬ 以更为深入地分析相依价

值 (ｉｎｔｅｒｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｖａｌｕｅｓ) 情形下的投票行为 (Ｇｅｒｓｈｋｏｖ 等ꎬ ２０２３)ꎬ 并着重揭示网络结

构在集体决策中对投票均衡及效率的影响ꎮ
策略性投票模型的研究由 Ｐａｌｆｒｅｙ和 Ｒｏｓｅｎｔｈａｌ (１９８３) 开创ꎮ Ｆｅｄｄｅｒｓｅｎ和 Ｐｅｓｅｎｄｏｒｆｅｒ

(１９９６ꎻ １９９７) 在无投票成本的情形下ꎬ 证明即使选民对结果具有共同价值并且拥有私人

信息ꎬ 简单多数投票也能够有效地实现信息聚合 ( ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎ)ꎮ 而在引入正

的投票成本之后ꎬ Ｂöｒｇｅｒｓ (２００４) 以及 Ｇｈｏｓａｌ和 Ｌｏｃｋｗｏｏｄ (２００９) 指出了成本节约与有

效信息聚合之间存在的固有权衡ꎬ 证明了简单多数投票往往难以实现完全有效的结果ꎮ
Ｇｒüｎｅｒ和 Ｔｒöｇｅｒ (２０１９) 则进一步探讨了如何在此框架下设计最优机制ꎬ 以实现更好的

社会效率ꎮ 上述经典文献大多关注的是纯私人价值 (ｐｒｉｖａｔｅ ｖａｌｕｅｓ) 或共同价值 ( ｃｏｍ￣
ｍｏｎ ｖａｌｕｅｓ) 下的投票决策ꎬ 尚未考虑选民效用之间可能存在的直接相互影响ꎮ 本文则显

式引入网络外部性ꎬ 使个体效用直接取决于邻居或朋友的效用ꎬ 从而在更一般的相依价

值框架下分析投票均衡的结构特征与效率性质ꎮ 我们发现ꎬ 在网络外部性存在时ꎬ 网络

结构对投票行为和均衡结果的影响十分显著ꎮ 具体而言ꎬ 随着网络外部性强度的增加或

选民邻居数量的提高ꎬ 选民更倾向于内化自身投票行为对邻居效用的外部性ꎬ 从而系统

性地改变投票参与的边际激励ꎮ
目前关于相依价值与网络外部性的研究ꎬ 更多集中于产品定价 (Ｆａｒｒｅｌｌ 和 Ｓａｌｏｎｅｒꎬ

１９８５ꎻ Ｋａｔｚ和 Ｓｈａｐｉｒｏꎬ １９８５ꎻ Ｆａｉｎｍｅｓｓｅｒ和 Ｇａｌｅｏｔｔｉꎬ ２０１６) 以及机制设计问题 (Ｊｅｈｉｅｌ和
Ｍｏｌｄｏｖａｎｕꎬ ２００１)ꎬ 鲜有文献将网络外部性明确引入策略性投票模型的研究框架ꎮ 已有

的少数几个例外包括 Ｄａｓｇｕｐｔａ 等 (２００８) 和 Ｇｅｒｓｈｋｏｖ 等 (２０２３)ꎮ Ｄａｓｇｕｐｔａ 等 (２００８)
主要对同时投票与序贯投票的均衡结果进行实证比较ꎬ Ｇｅｒｓｈｋｏｖ 等 (２０２３) 则从理论上

分析相依价值情形下投票的孔多塞胜者 (Ｃｏｎｄｏｒｃｅｔ ｗｉｎｎｅｒ)ꎮ 本文与 Ｇｅｒｓｈｋｏｖ 等 (２０２３)
的主要区别在于: 首先ꎬ 我们显式引入投票成本与选民的弃权选项ꎬ 这一设定不仅更贴

合现实ꎬ 还能够确保均衡策略结构的严谨性 (具体表现为 “二阈值策略” 结构)ꎻ 其次ꎬ
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我们进一步引入网络结构ꎬ 并假设选民的外部性效用会随其邻居数量线性增加 (而非采

取加权平均)ꎬ 这能够更准确地刻画现实社会网络中的偏好关联模式ꎬ 揭示网络结构对投

票均衡产生的关键作用ꎮ
在具体分析方法上ꎬ 本文借鉴了 Ｍｉｌｇｒｏｍ 和 Ｗｅｂｅｒ (１９８５) 以及 Ｒｅｎｙ (１９９９) 的经

典结论与方法论ꎬ 从而严格证明了本文所研究的投票博弈存在贝叶斯纳什均衡ꎬ 并在一

定条件下证明了对称均衡的存在性ꎮ

三、 模型设定

考虑一个包含 ｍ≥３名选民的群体ꎬ 对一项单一提案进行投票决策ꎮ 每名选民可以选

择支持 (Ｙ)、 反对 (Ｎ) 或弃权 (Ａ) 三种行动之一ꎮ 选择参与投票 (即支持或反对)
会给选民 ｉ 带来严格正的成本 ｃｉ>０ꎬ 而选择弃权则不产生成本ꎮ 投票本身不带来直接收

益ꎬ 所有潜在收益完全取决于投票的最终结果ꎮ 具体地ꎬ 我们将提案未通过时选民的收

益标准化为 ０ꎻ 若提案通过ꎬ 选民 ｉ 的收益为 ｕｉ( ｖｉꎬｖ－ｉ)ꎬ 其中 ｖｉ 为选民自身的内在收益

(可正可负)ꎬ 而 ｖｉ 为其他选民的内在收益向量 (可正可负)ꎮ 我们假定收益函数 ｕｉ(􀅰)
对 ｖｉ 和 ｖ－ｉ 连续ꎬ 且关于 ｖｉ 严格递增ꎮ 选民 ｉ 的内在收益 ｖｉ 为其私人信息ꎮ 所有选民对投

票成本 ｃｉ、 收益函数 ｕｉ(􀅰)以及内在收益 ｖｉ 的分布具备共同知识ꎮ 具体地ꎬ 假设 ｖｉ 相互

独立ꎬ 且在区间 [ｖｉꎬ ｖ ｉ] 上服从一个无原子的绝对连续分布函数 Ｆ ｉ(􀅰)ꎬ 其中分布区

间满足－∞ <ｖｉ<ｖ ｉ<∞ ꎮ 选民的偏好结构为拟线性形式ꎬ 即投票成本 ｃｉ 线性地影响效用ꎬ
每位选民以最大化期望效用为决策目标ꎮ

注 １ (普适性的模型设定): 本文对模型设定保持尽可能的一般性ꎬ 具体体现在允许

选民间存在异质性ꎬ 投票成本 ｃｉ、 收益函数 ｕｉ(􀅰)及内在收益分布 Ｆ ｉ 均可因选民而异ꎮ
我们在第四部分证明ꎬ 此类异质性不影响均衡存在性与均衡策略的二阈值结构ꎮ 在具体

分析均衡时ꎬ 再引入对称性假设与收益函数 ｕｉ(􀅰)对选民网络 Ｇ 的具体依赖形式ꎮ
(一) 投票规则

本文采用简单多数投票规则ꎮ 定义每位选民的行动空间为 Ｂ ｉ ＝Ｂ ＝ {(１ꎬ ０ꎬ ０)ꎬ (０ꎬ
１ꎬ ０)ꎬ (０ꎬ ０ꎬ １)}ꎬ 分别对应支持 (Ｙ)、 反对 (Ｎ) 和弃权 (Ａ)ꎮ① 给定选民行动向量

ｂ＝(ｂ１ꎬｂ２ꎬ􀆺ꎬｂｍ)ꎬ 行动到投票结果 (通过 Ｐａｓｓ或不通过 Ｆａｉｌ) 的映射定义为:

Φ(ｂ) ＝

Ｐａｓｓꎬ 若􀰐
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ１ > 􀰐

ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ２

Ｆａｉｌꎬ 若􀰐
ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ１ < 􀰐

ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ２

１
２
Ｐａｓｓ ＋ １

２
Ｆａｉｌꎬ 若􀰐

ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ１ ＝􀰐

ｍ

ｉ ＝ １
ｂｉ２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(二) 博弈时间结构

投票博弈的具体展开过程如下: 第一ꎬ 每位选民的内在收益 ｖｉ 独立地从分布 Ｆ ｉ 中实

现ꎬ 并由选民 ｉ 私人观察到ꎻ 第二ꎬ 在观察到自身内在收益 ｖｉꎬ 并已知共同信息 (即所

有 ｖｊ 的分布 Ｆ ｊ 以及相互独立性) 的前提下ꎬ 所有选民同时独立地选择各自行动 (可采用

２２１

① 为避免符号混淆ꎬ 本文使用 Ｂ (而非 Ａ) 表示选民的行动空间ꎮ



混合策略)ꎻ 第三ꎬ 根据所有选民行动的组合 ｂꎬ 通过规则 Φ(􀅰)确定投票结果ꎬ 每位选

民据此获得相应效用ꎮ
(三) 均衡定义

鉴于该投票博弈涉及私人信息与同时行动ꎬ 本文采用的解概念为贝叶斯纳什均衡

(Ｂａｙｅｓｉａｎ Ｎａｓｈ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍꎬ ＢＮＥ)ꎮ

四、 均衡结构: 二阈值策略

本部分证明上述投票博弈始终存在贝叶斯纳什均衡ꎬ 并进一步表明: 在任意一个均

衡中ꎬ 每位选民都采取二阈值策略ꎮ
在允许混合策略的情形下ꎬ 选民 ｉ 的策略可表示为内在收益到行动概率分布的映射:

σｉ: [ｖｉꎬ ｖ ｉ] → Δ(Ｂ)
为了便于分析ꎬ 我们定义策略结构如下所示ꎮ
定义 １ (二阈值策略): 对选民 ｉꎬ 如果存在阈值 ｖｉ≤ｖＮｉ ≤ｖＹｉ ≤ｖ ｉꎬ 使得其策略满足以

下条件ꎬ

σｉ(ｖｉ) ＝

(１ꎬ ０ꎬ ０)ꎬ 若 ｖｉ > ｖＹｉ
(０ꎬ １ꎬ ０)ꎬ 若 ｖｉ < ｖＮｉ
(０ꎬ ０ꎬ １)ꎬ 若 ｖＮｉ < ｖｉ < ｖＹｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

则称选民 ｉ 采用二阈值策略ꎮ
直观而言ꎬ 在二阈值策略下ꎬ 选民根据自身内在收益 ｖｉ 与两个阈值 ｖＮｉ 和 ｖＹｉ 的比较

来决定行动: 当 ｖｉ 足够高 ( ｖｉ>ｖＹｉ ) 时ꎬ 选民支持提案ꎻ 当 ｖｉ 足够低 ( ｖｉ <ｖＮｉ ) 时ꎬ 选民

反对提案ꎻ 而内在收益介于两阈值之间时ꎬ 选民则选择弃权以节省投票成本ꎮ
在上述定义基础上ꎬ 我们给出重要结论如下所示ꎮ
定理 １ (均衡存在性与二阈值结构): 对于前文定义的投票博弈ꎬ 必存在贝叶斯纳什

均衡ꎮ 进一步地ꎬ 在任意一个均衡中ꎬ 每位选民均采用二阈值策略ꎮ
定理 １的重要贡献在于: 一方面确保了均衡的存在性ꎬ 另一方面对任意均衡的策略

形式给出了统一刻画ꎮ 值得特别强调的是ꎬ 均衡策略的二阈值结构具有普适性ꎬ 不依赖

于投票成本 ｃｉ、 收益函数 ｕｉ(􀅰)和内在收益分布 Ｆ ｉ 的具体异质性 (但阈值的具体取值会

受到这些变量的影响)ꎮ
从直观上看ꎬ 由于各选民内在收益相互独立ꎬ 任何选民无法仅凭自身内在收益 ｖｉ 推

断其他选民内在收益 ｖ－ｉ 的信息ꎮ① 在简单多数投票规则下ꎬ 支持提案导致通过的概率不

低于弃权ꎬ 不低于反对提案ꎻ 结合收益函数 ｕｉ(􀅰)对 ｖｉ 严格递增ꎬ 当 ｖｉ 增加时ꎬ 选民的

最优决策经历从反对、 弃权到支持的单调变化过程ꎮ 同时ꎬ 严格正的投票成本 ｃｉ>０ 保证

了均衡中不存在被占优的行动ꎮ
事实上ꎬ 定理 １ 的证明同时指出: 对于每位选民ꎬ 给定其他选民的任意策略组合ꎬ

其最优反应必为二阈值策略ꎮ 换言之ꎬ 任何非二阈值策略都非最优反应ꎬ 因此属于严格

被占优策略 (参见 Ｏｓｂｏｒｎｅ和 Ｒｕｂｉｎｓｔｅｉｎ (１９９４) 中的引理 ６０􀆰 １②)ꎮ
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①
②

若 ｖｉ 与 ｖ－ｉ 之间存在强相关性ꎬ 则定理 １的结论可能不再成立ꎮ
虽然该引理原针对有限博弈提出ꎬ 但证明逻辑可自然推广至本文的情形ꎮ



注 ２ (特殊情形下的阈值策略): 需要指出的是ꎬ 我们对二阈值策略的定义允许出现

退化情形ꎬ 即存在 ｖｉ ＝ ｖＮｉ 、 ｖＹｉ ＝ ｖ ｉ 或 ｖＮｉ ＝ ｖＹｉ ꎬ 此时在均衡中选民投支持票、 反对票或选择

弃权的概率均可能为 ０ꎮ 例如ꎬ 若ｍｉｎ
ｉ
ｖｉ≥０、 ｃ１<

ｖ１
２

且 ｕｉ(ｖ)≥ｖｉꎬ 则存在如下均衡: 选民

１始终支持提案(σ１( ｖ１) ＝ (１ꎬ０ꎬ０))ꎬ 而其余所有选民始终选择弃权 (对任意 ｊ≠１ꎬ
σ ｊ(ｖｊ)＝ (０ꎬ ０ꎬ １))ꎮ

五、 期望对称博弈的均衡

本部分在模型设定的基础上ꎬ 引入特定的收益函数形式与对称性假设ꎬ 进一步刻画

一种重要的特殊情形———期望对称 (ｃｏｎｄｉｔｉｏｎａｌ ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ) 投票博弈下的均衡结构ꎮ
为了明确分析网络外部性的影响ꎬ 我们首先引入一个无向网络结构 Ｇꎮ 其中 ｇｉｊ ＝ １ 表

示选民 ｉ 与 ｊ 之间存在直接连接 (邻居关系)ꎬ 否则 ｇｉｊ ＝ ０ꎮ 根据网络经济学文献的惯例

(Ｊａｃｋｓｏｎꎬ ２００８)ꎬ 定义 Ｎ( ｉ)＝ { ｊ:ｇｉｊ ＝ １}表示与选民 ｉ 直接相连的邻居集合ꎬ ｄｉ ＝ ｜Ｎ( ｉ) ｜
表示选民 ｉ 的网络度数 (即邻居的数量)ꎮ 在本文的分析中ꎬ 假定网络结构 Ｇ 为所有选民

的共同知识ꎮ
为展开后续分析ꎬ 我们做出如下具体假设ꎮ
假设 １ (网络外部性下的线性收益): 给定网络结构 Ｇꎬ 选民 ｉ 的收益函数具有如下

线性结构ꎬ

ｕｉ(ｖ) ＝ ｖｉ ＋ γ􀰐
ｊ∈Ｎ( ｉ)

ｖｊ

其中参数 γ>０代表网络外部性强度ꎮ
假设 １意味着ꎬ 每位选民的收益取决于自身内在收益及邻居内在收益的线性组合ꎮ

为明确凸显网络外部性ꎬ 选民的收益随邻居内在收益的简单总和增加而单调增加 (或减

少)ꎬ 而非采用邻居内在收益的平均值ꎮ 给定投票成本ꎬ 这一设定有别于 Ｇｅｒｓｈｋｏｖ 等

(２０２３)ꎮ
假设 ２ (同质的投票成本与内在收益分布): 所有选民的投票成本与内在收益的分布

完全相同ꎮ 即对任意选民 ｉꎬ 满足①:
ｃｉ ＝ ｃꎬ Ｆ ｉ(􀅰) ＝ Ｆ(􀅰)

假设 ３ (期望对称收益分布): 选民内在收益 ｖｉ 关于零点对称ꎬ 即对任意内在收益 ｖꎬ
收益的分布函数满足②:

Ｆ(ｖ) ＋ Ｆ( － ｖ) ＝ １
假设 ２指出ꎬ 在事前 (ｅｘ￣ａｎｔｅ) 意义上ꎬ 选民之间的异质性仅源于他们在网络结构

Ｇ 中所处的位置ꎮ 假设 ３进一步强化了期望意义上的对称性ꎬ 确保所有选民从期望意义

上认为其他选民的内在收益相等 (均为 ０)ꎮ

假设 ４ (有效投票成本): 投票成本满足 ｃ< ｖ
２
ꎮ
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①

②

此处的同质分布 Ｆ(􀅰)意味着所有选民的内在收益取值区间相同ꎬ 即 ｖｉ ＝ ｖ 且 ｖ ｉ ＝ ｖꎮ
该假设显然要求收益区间满足 ｖ＋ｖ＝ ０ꎮ



若 ｃ> ｖ
２
ꎬ 则 “始终放弃投票” 为所有选民的严格占优策略ꎬ 此时投票博弈的唯一均

衡即所有选民一致弃权ꎮ 假设 ４ 排除了这一情形ꎬ 以保证本文所分析的投票均衡问题具

有实际意义ꎮ
给定假设 １—４ꎬ 所有选民在相同内在收益 ｖ 下的期望效用均相等ꎬ 即对于任意选民

ｉꎬ ｊꎬ 满足ＥＥ [ｕｉ(ｖꎬ ｖ－ｉ) ｜ ｖ] ＝ＥＥ [ｕ ｊ(ｖꎬ ｖ－ｉ) ｜ ｖ]ꎮ① 直观上ꎬ 一个自然的猜测是此时投票博

弈应始终存在对称均衡ꎮ 然而ꎬ 这一猜测并不成立ꎮ 为了准确刻画对称性对均衡结构的

影响ꎬ 我们首先给出以下定义ꎮ
定义 ２ (对称 (二阈值) 均衡): 给定二阈值均衡 (ｖＮｉ ꎬ ｖＹｉ )ｍ

ｉ＝１
②ꎬ 若对任意选民 ｉ 均

满足 ｖＮｉ ＝ ｖＮ 且 ｖＹｉ ＝ ｖＹꎬ 则称该均衡为对称 (二阈值) 均衡ꎮ
直观而言ꎬ 在对称均衡中ꎬ 所有选民均使用相同的阈值ꎮ 与之相对ꎬ 称任何不满足

该条件的均衡为非对称均衡ꎮ
定义 ３ (正则图): 若图 Ｇ 中所有节点的度数相同ꎬ 即对任意选民 ｉ 满足 ｄｉ ＝ ｄ∈ ꎬ

则称图 Ｇ 为正则图ꎮ
下述定理精细刻画了网络结构对期望对称投票博弈均衡形式的影响ꎮ
定理 ２ (期望对称投票博弈的均衡): 给定假设 １—４ꎬ 模型设定部分所定义的投票博

弈均衡形式依赖于网络结构 Ｇ 是否为正则图ꎮ 若 Ｇ 为非正则图ꎬ 则仅存在非对称均衡ꎻ
若 Ｇ 为正则图ꎬ 则必存在对称均衡ꎮ 进一步地ꎬ 任意对称均衡满足 ｖＹ ＝ －ｖＮ ＝ ｖ∗>０ꎬ 且给

定共同度数 ｄꎬ 该阈值 ｖ∗不依赖于 Ｇ 的具体网络结构ꎮ
定理 ２指出ꎬ 即使所有选民的期望效用相同ꎬ 多数网络结构下的投票博弈仍不具有

对称均衡ꎬ 这一结论与私人价值模型 (Ｂöｒｇｅｒｓꎬ ２００４) 以及私人与共同价值线性组合模

型 (Ｇｈｏｓａｌ和 Ｌｏｃｋｗｏｏｄꎬ ２００９) 中的情况形成鲜明对比ꎮ 仅当网络为正则图时ꎬ 才存在

对称的均衡ꎮ 在此情形下ꎬ 对称均衡具有两个关键特征: 第一ꎬ 选民用于区分反对与弃

权的阈值 ｖＮ 和用于区分弃权与支持的阈值 ｖＹ 互为相反数ꎬ 从而仅用单个正值 ｖ∗即可完

全刻画ꎻ 第二ꎬ 该均衡阈值 ｖ∗的确定仅依赖共同度数 ｄꎬ 而不取决于网络的具体结构ꎮ③

深入理解定理 ２的关键在于以下两个观察: 第一个观察是ꎬ 在对称均衡中选民必然

存在严格正的弃权概率ꎮ
引理 １ (对称均衡必为严格二阈值): 给定假设 １ 与 ２ꎬ 任何对称二阈值均衡 ( ｖＮꎬ

ｖＹ) 均满足 ｖＮ<ｖＹꎮ
尽管注 ２指出部分均衡中可能出现单阈值策略 (即无弃权)ꎬ 但引理 １表明此类情况

在对称均衡中是不可能出现的ꎮ
第二个观察是ꎬ 尽管在事前意义上ꎬ 所有选民对其邻居内在收益的期望相等且均为

０ꎬ 但当某一选民的支持票成为关键票时ꎬ 其对邻居内在收益的条件期望将低于其反对票

成为关键票时的条件期望ꎮ 这是因为支持票成为关键票通常出现在 “支持与反对票数相

等” 或 “反对票比支持票多一票” 的情形下ꎬ 此时其他选民更可能持反对立场ꎻ 而反对
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①
②
③

注意到ꎬ 由于内在收益相互独立且服从关于零点对称的分布ꎬ 对于任意 ｉꎬ ｊꎬ 有ＥＥ [ｖ ｊ ｜ ｖｉ] ＝ ０ꎮ
由定理 １可知ꎬ 投票博弈中的任何均衡均可由二阈值策略完整刻画ꎬ 因此称之为二阈值均衡ꎮ
即使给定共同度数ꎬ 网络结构仍可能存在差异ꎮ 具体细节参见数值模拟分析部分ꎮ



票成为关键票则出现在 “支持与反对票数相等” 或 “支持票比反对票多一票” 的情形

下ꎬ 此时其他选民更可能持支持立场ꎮ 给定网络外部性ꎬ 选民会部分内化投票的外部性ꎬ
从而倾向于降低投票概率ꎮ 当 Ｇ 为非正则图时ꎬ 必然存在度数不同的选民ꎬ 使得投票激

励在期望意义上出现差异ꎬ 从而阻碍对称均衡的存在ꎮ 相反ꎬ 当 Ｇ 为正则图时ꎬ 所有选

民在期望意义上面对相同的投票激励ꎬ 加之内在收益分布关于零对称ꎬ 因此均衡阈值必

然互为相反数ꎬ 从而构成对称均衡ꎮ
注 ３: 第一ꎬ 均衡的唯一性ꎮ 当网络外部性强度 γ>０ 较小时ꎬ 正则图的对称均衡具

有唯一性ꎮ 具体而言ꎬ 考虑没有网络外部性的极端情形 (γ ＝ ０)ꎬ 类似于 Ｂöｒｇｅｒｓ (２００４)
的分析可知ꎬ 其他选民降低投票概率 (即提高阈值 ｖＹ) 会提升选民 ｉ 投票成为关键票的

概率ꎬ 从而增强其投票激励 (降低 ｖＹ)ꎮ 由塔斯基不动点定理 (Ｔａｒｓｋｉ􀆳ｓ Ｆｉｘｅｄ Ｐｏｉｎｔ Ｔｈｅｏ￣
ｒｅｍ) 可知ꎬ 此时对称均衡阈值存在且唯一ꎮ 由于收益函数连续ꎬ 上述结果在网络外部性

较小时 (即 γ>０较小时) 仍成立ꎮ 然而当 γ>０较大时ꎬ 选民投票决策中部分内化网络外

部性的负向激励可能与仅关注自身内在收益的正向激励相冲突ꎬ 最优反应不再单调ꎬ 因

而可能存在多个均衡ꎮ 第二ꎬ 投票效率ꎮ Ｂöｒｇｅｒｓ (２００４) 指出ꎬ 当不存在网络外部性时ꎬ
选民在对称均衡中投票概率高于社会最优ꎮ 其原因在于: 每个选民仅关注自身的内在收

益ꎬ 而忽略了自身投票行为降低其他选民投票成为关键票概率的影响ꎮ 在本文考虑的网

络外部性情形下ꎬ 选民会部分内化上述影响ꎮ 事实上ꎬ 在对称均衡唯一的情形下ꎬ 随着

γ 和 ｄ 的增大ꎬ 选民的均衡投票概率呈下降趋势 (详见数值模拟部分)ꎮ 然而ꎬ 缺乏进一

步假设时ꎬ 均衡投票概率与社会最优之间的大小不定ꎮ

六、 数值模拟

本部分通过数值模拟进一步验证和深化前文的理论结果ꎮ 具体而言ꎬ 本部分的目的

有二: 第一ꎬ 验证理论分析的准确性ꎻ 第二ꎬ 更直观地展示非对称均衡的具体特征和经

济含义ꎮ 为实现上述目的ꎬ 我们首先考察非正则图情形下的均衡ꎬ 其次考察正则图情形

下的均衡ꎬ 最后对正则图中的对称均衡进行比较静态分析ꎬ 考察网络外部性强度 γ 与选

民共同度数 ｄ 对投票参与率的影响ꎮ
为了保持分析的一致性ꎬ 数值模拟中统一假设选民人数 ｍ＝ ６ꎬ 投票成本 ｃ＝ ０􀆰 １５ꎬ 并

聚焦于网络外部性强度 γ<１的情形ꎮ①

(一) 非正则图的均衡

我们考虑两种典型的非正则图网络结构ꎬ 并分析它们在不同网络外部性强度下的均

衡特征ꎮ
例 １ (非正则图的均衡特征): 选民的内在收益 ｖｉ 均服从 [ －１ꎬ １] 上的均匀分布ꎬ

网络外部性强度分别取 γ＝ ０􀆰 １、 ０􀆰 ５与 ０􀆰 ９ꎬ 具体考察如下两种非正则图结构: (ａ) 星状
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① 从经济含义上看ꎬ γ<１表示个体对自身效用的权重始终高于单个邻居对自身的影响ꎬ 但若邻居数量
较多ꎬ 邻居的总体影响可超过个体自身内在收益的权重ꎮ 在特定情形下ꎬ 我们将适当讨论 γ>１ 可
能产生的新的经济学含义ꎮ



网络结构 (如图 １ (ａ) 所示)①ꎻ (ｂ) 核心—边缘网络结构 (如图 １ (ｂ) 所示)ꎮ

图 １　 非正则图中的均衡

　 　 　 　

注: 图 １展示星状网络和核心—边缘网络在不同网络外部性强度下的投票均衡特征ꎮ 其中ꎬ 图 １
(ａ)—(ｂ)分别为星状网络与核心—边缘网络结构示意图ꎻ 图 １(ｃ)—(ｅ)展示星状网络在不同网络外部
性强度 (γ＝ ０􀆰 １ꎬ ０􀆰 ５ꎬ ０􀆰 ９) 下各选民的均衡阈值ꎻ 图 １(ｆ)—(ｈ)展示核心—边缘网络在相应网络外部
性强度下各选民的均衡阈值ꎮ 图中圆点线条表示选民支持提案的阈值 ｖＹｉ ꎬ 三角线条表示选民反对提案

的阈值 ｖＮｉ ꎻ 横轴代表个体 １—６ꎬ 纵轴代表阈值ꎬ 后同ꎮ

图 １直观地展示了星状网络(例 １(ａ))与核心—边缘网络(例 １(ｂ))两种非正则图结

构在不同网络外部性强度下的均衡结果ꎮ 数值模拟表明: 第一ꎬ 正如理论推导 (定理 ２)
所示ꎬ 在上述两种非正则图结构中ꎬ 不存在对称均衡ꎬ 所有均衡均为非对称均衡ꎮ 第二ꎬ
度数较大的选民在均衡中倾向于以更低概率参与投票ꎬ 即更高概率选择弃权ꎮ② 第三ꎬ
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①

②

星状网络是指网络中存在一个中心节点与所有其他节点相连接ꎬ 而其余节点之间不存在直接连接关
系ꎮ 为便于表达ꎬ 我们后文直接以图示方式给出网络结构ꎬ 而省略具体的数学表述ꎮ
值得注意的是ꎬ 当网络外部性强度非常大 (γ>１) 时ꎬ 这一结论可能不再成立ꎮ 此时度数较大的选
民可能表现出更高的参与积极性ꎬ 甚至度数相同的选民也可能表现出不同的投票参与率ꎮ 这种情况
的经济含义是ꎬ 当网络外部性足够强时ꎬ 投票博弈逐渐转变为一种类似协调博弈的情形ꎬ 个体决策
更依赖于整体网络结构与其他选民的行为ꎮ



相较于核心—边缘网络ꎬ 星状网络中节点度数的差异更为显著ꎬ 因而选民间的投票参与

率差异也更为明显ꎬ 并且这种差异随网络外部性强度的增加而进一步扩大ꎮ
以上分析说明ꎬ 网络结构与外部性强度共同作用显著影响了选民投票行为的均衡特

征ꎬ 对理解基层社会治理中不同网络结构下选民参与决策的异质性提供了有益的理论

启示ꎮ
(二) 正则图的均衡

接下来ꎬ 我们分析选民度数相同的正则图网络情形ꎬ 具体考虑如下两种典型的正则

图结构ꎮ
例 ２ (正则图的均衡特征): 假设选民的内在收益 ｖｉ 定义在区间 [－１ꎬ １] 上ꎬ 且具

有概率密度函数 ｆ(ｘ)＝ ｜ ｘ ｜ ꎮ 共同度数设定为 ｄ ＝ ３ꎬ 网络外部性强度分别取 γ ＝ ０􀆰 １、 ０􀆰 ５
与 ０􀆰 ９: (ａ) 网络结构为完全二部图 (如图 ２ (ａ) 所示)ꎻ (ｂ) 网络结构为立方图 (如
图 ２ (ｂ) 所示)ꎮ

图 ２　 正则图中的均衡

　 　 　 　

注: 图 ２展示完全二部图和立方图两种正则图网络结构在不同网络外部性强度下的投票均衡特征ꎮ
其中ꎬ 图 ２(ａ)—(ｂ)分别为完全二部图与立方图的结构示意图ꎻ 图 ２(ｃ)—(ｅ)为完全二部图在网络外
部性强度下的均衡阈值ꎻ 图 ２(ｆ)—(ｈ)为立方图在对应网络外部性强度下的均衡阈值ꎮ 图中圆点线条表
示各选民支持提案的阈值 ｖＹｉ ꎬ 三角线条表示各选民反对提案的阈值 ｖＮｉ ꎮ 当同一网络与外部性强度下存
在多个不同的均衡时ꎬ 图中以虚、 实线加以区分ꎮ
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图 ２分别展示了完全二部图(例 ２(ａ))和立方图(例 ２(ｂ))在上述参数设定下的均衡

结果ꎮ 具体分析得出如下两个观察结论: 第一ꎬ 如定理 ２ 所示ꎬ 由于两个正则图网络中

所有选民的度数均相同 (均为 ｄ ＝ ３)ꎬ 因此在任意给定网络外部性强度 γ 下ꎬ 两种网络

结构的对称均衡阈值完全相同ꎮ 第二ꎬ 当网络外部性强度相对较大时 (例如 γ ＝ ０􀆰 ９)ꎬ
尽管两个网络的度数相同ꎬ 但其非对称均衡的阈值表现出明显差异ꎮ 这说明非对称均衡

不仅受到共同度数 ｄ 的影响ꎬ 更依赖于网络的具体拓扑结构ꎮ
上述数值模拟结果表明ꎬ 即使在度数相同的正则图网络结构中ꎬ 网络拓扑结构的差

异也可能导致非对称均衡行为存在显著差别ꎬ 从而为分析实际治理场景下投票行为差异

提供了新的理论视角和政策启示ꎮ
(三) 正则图中对称均衡的比较静态

本部分进一步考察正则图中对称均衡在不同网络外部性强度 γ 与共同度数 ｄ 下的变

化规律ꎮ 根据定理 ２及例 ２的结论ꎬ 正则图中只要选民度数相同ꎬ 则其对称均衡不依赖

于具体的网络结构ꎮ 因此ꎬ 以下分析聚焦于 γ 和 ｄ 的比较静态特性ꎬ 略去对网络拓扑的

具体描述ꎮ
例 ３ (正则图中对称均衡的比较静态): 假设选民的内在收益 ｖｉ 服从 [－１ꎬ １] 上的

均匀分布ꎬ 考察如下两组比较静态: 第一ꎬ 固定共同度数 ｄ ＝ ３ꎬ 考察对称均衡下二阈值

(ｖＮꎬ ｖＹ) 随网络外部性强度 γ 变化的比较静态ꎮ 第二ꎬ 固定网络外部性强度 γ ＝ ０􀆰 ５ꎬ 考

察二阈值 (ｖＮꎬ ｖＹ) 随共同度数 ｄ 变化的比较静态ꎮ
图 ３ (ａ) 对应于例 ３ (ａ)ꎬ 展示在固定度数 ｄ＝ ３下ꎬ 二阈值 (ｖＮꎬ ｖＹ) 随 γ 上升的

变化趋势ꎻ 图 ３ (ｂ) 对应于例 ３ (ｂ)ꎬ 展示在固定度数 γ＝ ０􀆰 ５的情形下ꎬ 二阈值随共同

度数 ｄ 的变化ꎮ 数值模拟结果与注 ３ 第二条的分析一致: 在正则图的对称均衡中ꎬ 随着

网络外部性强度 γ 的提高或共同度数 ｄ 的增加ꎬ 选民的参与度呈下降趋势ꎬ 即弃权的概

率上升ꎮ 该结果对理解现实中投票参与度具有重要解释力ꎮ

图 ３　 正则图中对称均衡的比较静态

　 　

注: 图 ３展示正则图中对称均衡二阈值的比较静态特征ꎮ 图 ３ (ａ) 显示在固定选民度数 ｄ ＝ ３ 下ꎬ
均衡阈值随网络外部性强度 γ 变化的趋势ꎻ 图 ３ (ｂ) 显示在固定网络外部性强度 γ ＝ ０􀆰 ５下ꎬ 均衡阈值
随选民共同度数 ｄ 的变化趋势ꎮ 图中圆点线条表示支持阈值 ｖＹ 的变化ꎬ 三角线条表示反对阈值 ｖＮ 的
变化ꎮ
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七、 结论与政策含义

本文在标准的简单多数投票模型中引入网络外部性与投票成本ꎬ 证明了投票均衡始

终存在并具有清晰的 “二阈值” 策略结构ꎮ 此外ꎬ 我们揭示了网络结构显著影响均衡的

对称性: 仅在正则图网络中ꎬ 才存在对称均衡ꎮ
本文的研究为未来研究提供了两方面的方向ꎮ 首先ꎬ 未来研究可针对一些具体常见

的网络结构 (如星状网络、 核心—边缘网络、 完全图、 完全二部图等)ꎬ 给出投票均衡

更明确的解析刻画与闭合解ꎬ 并进一步明确这些结构下网络外部性强度影响均衡对称性

与参与率的具体条件ꎮ 其次ꎬ 基于具体网络结构的明确均衡刻画ꎬ 未来研究可以进一步

分析投票参与率与社会最优之间的偏离ꎬ 明确界定在哪些具体网络结构与外部性强度组

合下ꎬ 选民可能投票过多或过少ꎬ 从而为现实中的投票机制设计提供更为精准的政策

建议ꎮ
从政策实践的角度看ꎬ 本文的研究对我国基层治理中广泛存在的社区议事与村庄民

主决策具有现实启示ꎮ 在以熟人社会为特征的基层治理环境中ꎬ 个体的投票行为往往受

到社会网络中邻居或亲友意见的显著影响ꎬ 因此在制度设计中需充分考虑网络外部性的

作用ꎮ 在社会联系紧密、 网络结构密集的社区或村庄ꎬ 应当着力降低个体的投票成本ꎬ
以鼓励有效参与、 提升集体决策效率ꎻ 而在联系较弱、 结构松散的环境中ꎬ 则须避免无

效投票带来的资源浪费ꎬ 防止 “过度参与” 所引发的效率损失ꎮ 通过针对不同网络结构

合理设计参与激励机制ꎬ 有助于在我国推进全过程人民民主的过程中ꎬ 更好地契合基层

实际、 提高民主决策的质量与执行力ꎮ

附录: 数学证明

本节补充正文中略去的定理 １、 引理 １与引理 ２的数学证明ꎮ
定理 １的证明: 证明分为两步ꎬ 第一步证明该投票博弈必存在贝叶斯纳什均衡ꎻ 第

二步证明在给定其他选民任意策略时ꎬ 每位选民的最优反应必为二阈值策略ꎮ
步骤 １ (均衡存在性): 本文所分析的投票博弈具有以下特征ꎬ 选民集合为有限集ꎬ

且每位选民的行动空间 Ｂ 也是有限的ꎻ 选民的内在收益 ｖｉ 定义于紧区间[ ｖｉꎬｖ ｉ]⊆ 上ꎬ
且相互独立ꎻ 选民的收益函数 ｕｉ(􀅰)关于内在收益向量 ｖ 连续ꎮ 因此ꎬ 根据 Ｍｉｌｇｒｏｍ 和

Ｗｅｂｅｒ (１９８５ꎬ 定理 １)ꎬ 上述不完全信息博弈必然存在贝叶斯纳什均衡ꎮ
步骤 ２ (二阈值策略的最优性): 固定其他选民的任意策略组合 σ－ｉ( ｖ－ｉ)ꎬ 我们考察

选民 ｉ 的最优反应ꎮ 记 (Ｘꎬ σ－ｉ(ｖ－ｉ))为在其他选民策略给定的情形下ꎬ 选民 ｉ 采取行动

Ｘ∈{Ｙꎬ Ｎꎬ Ａ}时提案通过的概率ꎮ 由于 ｖｊ 之间独立ꎬ 给定 ｖｉ 时ꎬ 选民 ｉ 选择各行动的期

望收益分别为①:

ＥＥ [πｉ(Ｙꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] ＝ ∫
ｖ－ｉ∈∏

ｊ≠ｉ
[ｖｊꎬ ｖｊ]

(Ｙꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ))ｕｉ(ｖ)ｄＦ －ｉ(ｖ －ｉ) － ｃｉ
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① πｉ (Ｘꎬ σ－ｉ (ｖ－ｉ)ꎻ ｖ) 表示在选民内在收益向量为 ｖ、 其他选民采取策略组合 σ－ｉ ( ｖ－ｉ) 时ꎬ 选民 ｉ
选择行动 Ｘ 所获得的效用ꎮ



ＥＥ [πｉ(Ｎꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] ＝ ∫
ｖ－ｉ∈∏

ｊ≠ｉ
[ｖｊꎬ ｖｊ]

(Ｎꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ))ｕｉ(ｖ)ｄＦ －ｉ(ｖ －ｉ) － ｃｉ

ＥＥ [πｉ(Ａꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] ＝ ∫
ｖ－ｉ∈∏

ｊ≠ｉ
[ｖｊꎬ ｖｊ]

(Ａꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ))ｕｉ(ｖ)ｄＦ －ｉ(ｖ －ｉ)

进而定义以下集合:
ＳＹｉ ＝ {ｖ∈ [ｖꎬ ｖ]: ＥＥ [πｉ(Ｙꎬ σ－ｉ(ｖ－ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] ≥ ｍａｘ

Ｘ∈{Ｎꎬ Ａ}
ＥＥ [πｉ(Ｘꎬ σ－ｉ(ｖ－ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ]}

ＳＮｉ ＝ {ｖ∈ [ｖꎬ ｖ]: ＥＥ [πｉ(Ｎꎬ σ－ｉ(ｖ－ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] ≥ ｍａｘ
Ｘ∈{Ｙꎬ Ａ}

ＥＥ [πｉ(Ｘꎬ σ－ｉ(ｖ－ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ]}

由于采用简单多数规则ꎬ 任意给定 σ－ｉ(ｖ－ｉ)下ꎬ 显然有:
(Ｙꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)) ≥ (Ａꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)) ≥ (Ｎꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ))

结合 ｕｉ(ｖ)关于 ｖｉ 严格单调递增的性质与严格正的投票成本 ｃｉ>０ꎬ 对任意 ｖｉ>ｉｎｆＳＹｉ ꎬ 有:
ＥＥ [πｉ(Ｙꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ] > ｍａｘ

Ｘ∈{Ｎꎬ Ａ}
ＥＥ [πｉ(Ｘꎬ σ －ｉ(ｖ －ｉ)ꎻ ｖ) ｜ ｖｉ]

即此时选民 ｉ 支持提案为唯一最优反应ꎮ 同理ꎬ 对于任意 ｖｉ<ｓｕｐＳＮｉ ꎬ 可推得反对提案为唯

一最优反应ꎮ
由以上推导可知ꎬ 必有 ｓｕｐＳＮｉ ≤ｉｎｆＳＹｉ ꎮ① 若 ｓｕｐＳＮｉ <ｉｎｆＳＹｉ ꎬ 则对任意 ｓｕｐＳＮｉ ≤ｉｎｆＳＹｉ ꎬ 弃

权行动必严格优于支持或反对ꎬ 因此为选民 ｉ 的唯一最优反应ꎮ
综上所述ꎬ 选民 ｊ 的最优反应策略必可由两个阈值刻画ꎬ 即 ｖＮｉ ＝ ｓｕｐＳＮｉ 和 ｖＹｉ ＝ ｉｎｆＳＹｉ ꎬ

且此二阈值策略为一般唯一的最优反应ꎮ
引理 １的证明: 设 (ｖＮꎬ ｖＹ) 为任一对称二阈值均衡ꎬ 由定理 １ 的证明可知 ｖＮ≤ｖＹꎬ

因此仅需证明 ｖＮ≠ｖＹꎮ 采用反证法ꎬ 假设 ｖＮ ＝ＶＹ ＝ ｖ~ꎮ
定义 ｐＹ ＝ (ｖｉ≥ｖ~)ꎬ ｐＮ ＝ (ｖｉ≤ｖ~)ꎬ ｐＡ ＝ ( ｖｉ ＝ ｖ

~)＝ ０ 分别为选民在对称均衡中支

持、 反对和弃权的概率ꎮ 由假设 ｐＡ ＝ ０ꎬ 此时在均衡下弃权概率为 ０ꎮ

考察选民 ｉ 在临界收益 ｖｉ ＝ ｖ
~ 时的激励ꎮ 记 ｍＹ 和 ｍＮ 分别为除选民 ｉ 外其他选民选择

支持和反对的人数ꎮ 我们分奇偶两种情形进行讨论ꎮ
第一ꎬ 选民总数 ｍ＝ ２ｋ＋１ 为奇数ꎬ 其中 ｋ∈Ｎ＋ꎮ 此时ꎬ 只有当其他选民的支持与反

对票数相同时 (即 ｍＹ ＝ｍＮ ＝ ｋ)ꎬ 选民 ｉ 的投票才会成为关键票ꎮ 因此ꎬ 选民 ｉ 支持相较

于弃权的边际收益为:
ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖ~] － ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖ~]

　 　 ＝ １
２
２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｋ

Ｙｐｋ
ＮＥＥ [ ｖ~ ＋ 􀰐

ｊ∈Ｎ( ｉ)
ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋꎬ ｋ) ] － ｃ

　 　 ＝ １
２
２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｋ

Ｙｐｋ
Ｎ( ｖ

~ ＋ ｄｉＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋꎬ ｋ)]) － ｃ

同理ꎬ 选民 ｉ 弃权相较于反对的边际收益为:

ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~] － ＥＥ [πｉ(Ｎ) ｜ ｖ~] ＝ １
２
２ｋ
ｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｋ

Ｙｐｋ
Ｎ( ｖ

~ ＋ ｄｉＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋꎬ ｋ)]) ＋ ｃ
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① 若 ｉｎｆＳＹｉ <ｓｕｐＳＮｉ ꎬ 则必有 ｉｎｆＳＹｉ <
ｉｎｆＳＹｉ ＋ｓｕｐＳＮｉ

２
<ｓｕｐＳＮｉ ꎬ 从而对于 ｖｉ ＝

ｉｎｆＳＹｉ ＋ｓｕｐＳＮｉ
２

ꎬ 支持与反对提案同时

为唯一最优反应ꎬ 显然矛盾ꎮ



而由临界内在收益 ｖ~ 的定义ꎬ 必须同时满足:
ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖ~] ≥ ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~]ꎬ ＥＥ [πｉ(Ｎ) ｜ ｖ~] ≥ ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~]

上述两个不等式意味着 ｃ≤０ꎬ 与投票成本严格大于 ０ (ｃ>０) 矛盾ꎮ 因此ꎬ 此情形不

可能出现 ｖＮ ＝ ｖＹꎮ
第二ꎬ 选民总数 ｍ＝ ２ｋ＋２为偶数ꎬ 其中 ｋ∈Ｎ＋ꎮ 此时ꎬ 支持票只有在其他选民 “反

对票多一票” (即 ｍＹ ＝ ｋ 且 ｍＮ ＝ ｋ＋１) 时才为关键票ꎮ 因此ꎬ 选民 ｉ 支持相较于弃权的边

际收益为:
ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖ~] － ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~]

　 　 ＝ １
２
２ｋ ＋ １

ｋ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｋ

Ｙｐｋ＋１
Ｎ ( ｖ

~ ＋ ｄｉＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋꎬ ｋ ＋ １)]) － ｃ

而反对票只有在其他选民 “支持票多一票” (即 ｍＹ ＝ ｋ＋１ 且 ｍＮ ＝ ｋ) 时才为关键票ꎬ
选民 ｉ 弃权相较于反对的边际收益为:

ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~] － ＥＥ [πｉ(Ｎ) ｜ ｖ~] ＝ １
２
２ｋ ＋ １
ｋ ＋ １

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｋ＋１

Ｙ ｐｋ
Ｎ( ｖ

~ ＋ ｄｉＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ)

＝ (ｋ ＋ １ꎬ ｋ)]) ＋ ｃ
注意到ꎬ 在对称均衡下显然有:

ＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋ ＋ １ꎬ ｋ)] > ＥＥ [ｖｊ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮ) ＝ (ｋꎬ ｋ ＋ １)]

给定 ｃ>０ꎬ 不可能同时满足临界收益 ｖ~ 的定义条件:
ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖ~] ≥ ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~]ꎬ ＥＥ [πｉ(Ｎ) ｜ ｖ~] ≥ ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖ~]

因此ꎬ 该情形同样不能出现 ｖＮ ＝ ｖＹꎮ
综上所述ꎬ 我们得出 ｖＮ<ｖＹ 必然成立ꎮ
定理 ２的证明分为三步: 第一步证明若 Ｇ 不为正则图ꎬ 则不存在对称均衡ꎻ 第二步

证明若 Ｇ 为正则图ꎬ 则必存在对称均衡ꎻ 第三步证明正则图中对称均衡的二阈值一定满

足 ｖＮ＋ｖＹ ＝ ０ꎮ
步骤 １ (非正则图不存在对称均衡): 我们用反证法证明ꎬ 假设非正则图 Ｇ 存在对称

均衡 (ｖＮꎬ ｖＹ)ꎬ 由非正则性定义ꎬ 必存在选民 ｉ 和 ｊ 满足 ｄｉ≠ｄ ｊꎮ 我们对阈值之和分两种

情形讨论: 第一ꎬ ｖＮ＋ｖＹ≤０ꎻ 第二ꎬ ｖＮ＋ｖＹ≥０ꎮ
首先考虑 ｖＮ＋ｖＹ≤０的情形ꎮ 在假设 ３ (分布关于零点对称) 下ꎬ 此时阈值满足 ｖ<ｖＮ

<ｖＹ≤ｖꎮ 由于 ｖＹ 位于内点ꎬ 因此当 ｖｉ ＝ ｖＹ 时ꎬ 选民 ｉ 对支持与弃权无差异ꎬ 即:
ＥＥ [πｉ(Ｙ) ｜ ｖＹ] ＝ ＥＥ [πｉ(Ａ) ｜ ｖＹ]

类似地ꎬ 当 ｖｊ ＝ ｖＹ 时ꎬ 选民 ｊ 也满足上述无差异条件ꎮ 记 ｐＹ、 ｐＮ、 ｐＡ 为均衡中任意

选民分别选择支持、 反对和弃权的概率ꎬ 记 ｍＹ、 ｍＮ、 ｍＡ 为除特定选民外其他选民分别

选择支持、 反对和弃权的人数ꎮ 则对 ｄ＝ｄｉ 或 ｄ ｊ 均有:

􀰐
ｍ－１
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－１－２ｌ
Ａ (ｖＹ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ) ＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)])

　 　 　 ＋ 􀰐
ｍ－２
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ ＋１
Ｎ ｐｍ－２－２ｌ

Ａ (ｖＹ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ) (１)
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　 　 ＝ ( ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)]) ＝ ２ｃ
为表达简洁ꎬ 引入记号:

Ｘ１ ∶＝ 􀰐
ｍ－１
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－１－２ｌ
Ａ ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

　 ＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)]

Ｘ２ ∶＝ 􀰐
ｍ－２
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ ＋１
Ｎ ｐｍ－２－２ｌ

Ａ ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)]
由式 (１) 对 ｄ＝ｄｉ≠ｄ ｊ 均成立ꎬ 立刻推出:

Ｘ１ ＋ Ｘ２ ＝ ０
另一方面ꎬ 由 ｖＮ＋ｖＹ≤０与对称分布假设可知ꎬ 对所有可能 ｌ 的有:
ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ) ＝ ( ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)] < ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)] ≤ ０
因此必有 Ｘ１＋Ｘ２<０ꎬ 与上式矛盾ꎬ 故 ｖＮ＋ｖＹ≤０情形不可能成立ꎮ

再考虑 ｖＮ＋ｖＹ≥０的情形ꎮ 由假设 ３ꎬ 此时阈值满足 ｖ<ｖＮ<ｖＹ≤ｖꎮ 类似前述ꎬ 当 ｖｉ ＝ ｖＮ

时选民 ｉ 对反对与弃权无差异ꎬ 当 ｖｊ ＝ ｖＮ 时选民 ｊ 亦然ꎮ 因此对 ｄ＝ｄｉ 或 ｄ ｊ 均有:

􀰐
ｍ－１
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－１－２ｌ
Ａ (ｖＮ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

　 　 　 ＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)]) ＋ 􀰐
ｍ－２
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷

　 　 　 　 × ｐｌ ＋１
Ｙ ｐｌ

Ｎｐｍ－２－２ｌ
Ａ (ｖＮ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

　 　 　 ＝ ( ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)]) ＝ － ２ｃ

(２)

引入额外记号:

Ｘ３ ＝ 􀰐
ｍ－２
２[ ]

ｌ ＝ ０

ｍ － １
ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ ＋１

Ｙ ｐｌ
Ｎｐｍ－２－２ｌ
Ａ ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)]
同理ꎬ 由式 (２) 对 ｄ＝ｄｉ≠ｄ ｊ 同时成立ꎬ 我们得到:

Ｘ１ ＋ Ｘ３ ＝ ０
另一方面ꎬ 考虑到 ｖＮ＋ｖＹ≥０且内在收益分布关于零对称ꎬ 则对所有可能的 ｌ 均满足:

ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ) ＝ ( ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)]

　 　 > ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ) ＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)] ≥ ０
因此ꎬ 必然有 Ｘ１＋Ｘ３>０ꎬ 与上式矛盾ꎬ 故 ｖＮ＋ｖＹ≥０的情形亦不可成立ꎮ
综上所述ꎬ 两种情形均推出矛盾ꎬ 故原假设不成立ꎮ 我们得出结论: 非正则图中不

存在对称均衡ꎮ
步骤 ２ (正则图必存在对称均衡): 为了便于分析ꎬ 我们考虑 Ｍｉｌｇｒｏｍ 与 Ｗｅｂｅｒ
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(１９８５) 定义的分布策略 (ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｌ ｓｔｒａｔｅｇｙ)①:
μ ｉ: [ｖꎬ ｖ] × Ｂ→ [０ꎬ １)

注意到: 选民集合为有限集ꎬ 每位选民的行动空间 Ｂ 也是有限集ꎻ 选民内在收益 ｖｉ
定义于紧区间[ｖꎬｖ]⊆ 上且相互独立ꎻ 每位选民的收益函数 ｕｉ(􀅰)关于内在收益向量 ｖ
连续ꎮ 依据 Ｍｉｌｇｒｏｍ与Ｗｅｂｅｒ (１９８５ꎬ 定理 １) 的证明ꎬ 当分布策略空间 μｉ 赋予弱收敛拓

扑时ꎬ 各选民的策略集为紧致、 凸的度量空间 (ｃｏｍｐａｃｔꎬ ｃｏｎｖｅｘ ｍｅｔｒｉｃ ｓｐａｃｅｓ)ꎬ 收益函

数连续且为线性函数ꎮ 特别地ꎬ 收益函数连续的博弈显然满足 Ｒｅｎｙ (１９９９) 所定义的

“对角收益安全性” (ｄｉａｇｏｎａｌｌｙ ｐａｙｏｆｆ ｓｅｃｕｒｅ)ꎮ②

此外ꎬ 虽然所研究的投票博弈并非完全对称 (因网络结构可能不对称)ꎬ 但在正则

图情形下所有选民度数相同 (即 ｄｉ ＝ｄ)ꎬ 博弈满足 Ｒｅｎｙ (１９９９) 的 “拟对称性” (ｑｕａｓｉ￣
ｓｙｍｍｅｔｒｙ) 条件ꎮ③

根据 Ｒｅｎｙ (１９９９) 推论 ４􀆰 ３ꎬ 该博弈必存在 (纯策略) 对称均衡ꎮ 再结合定理 １ 所

述任何投票博弈的均衡策略结构ꎬ 立刻可知: 此投票博弈在正则图情形下必存在对称二

阈值策略均衡ꎮ
步骤 ３ (正则图中对称均衡必满足 ｖＮ＋ｖＹ ＝ ０): 根据步骤 ２ꎬ 正则图 Ｇ 中必然存在对

称二阈值均衡 (ｖＮꎬ ｖＹ)ꎮ 下述证明仅需排除 ｖＮ＋ｖＹ<０与 ｖＮ＋ｖＹ>０这两种情形ꎮ
采用反证法ꎮ 首先考虑 ｖＮ＋ｖＹ<０ 情形ꎮ 由步骤 １ 的分析可知ꎬ 此时式 (１) 必然成

立ꎬ 而式 (２) 则未必成立ꎬ 但一定满足不等式(２)≥０ꎮ 定义以下符号以简化表达:

Ｚ１ꎬ ｌ ＝
ｍ － １

ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－１－２ｌ
Ａ (ｖＹ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)])

Ｚ２ꎬ ｌ ＝
ｍ － １

ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ ＋１
Ｎ ｐｍ－２－２ｌ

Ａ (ｖＹ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌꎬ ｌ ＋ １ꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)])

Ｚ３ꎬ ｌ ＝
ｍ － １

ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ

Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－１－２ｌ
Ａ (ｖＮ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌꎬ ｌꎬ ｍ － １ － ２ｌ)])

Ｚ４ꎬ ｌ ＝
ｍ － １

ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｐｌ ＋１

Ｙ ｐｌ
Ｎｐｍ－２－２ｌ
Ａ (ｖＮ ＋ ｄＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)

＝ ( ｌ ＋ １ꎬ ｌꎬ ｍ － ２ － ２ｌ)])
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①

②

③

分布策略 μｉ (􀅰) 与行为策略 σｉ (􀅰) 之间的关系为: 对任意 ｖｉ∈ [ｖꎬ ｖ] 及任意行动集合 Ｂ０⊆
Ｂꎬ 有 σ０ (Ｂ０ꎬ ｖｉ) ＝ μｉ (Ｂ０ ｜ ｖｉ)ꎮ
根据 Ｒｅｎｙ (１９９９)ꎬ 对角收益安全性的定义为: 对于任意 ε>０ 和任意对称策略 μꎬ 存在某一选民 ｉ
的策略 μｉ 及某一常数 δ>０ꎬ 使得对其他选民任意落入对称策略组合 (μꎬ μꎬ 􀆺ꎬ μ) 之 δ 邻域内的

策略组合 μ－ｉꎬ 均满足 πｉ (μｉꎬ μ－ｉ) >πｉ (μｉꎬ μꎬ 􀆺ꎬ μ) －εꎮ
根据 Ｒｅｎｙ (１９９９) 定义ꎬ 拟对称性是指: 对于任意两个选民 ｉꎬ ｊꎬ 任意策略 μ′以及共同的对称策
略 μꎬ 必有 πｉ (μ′ꎬ μꎬ 􀆺ꎬ μ) ＝ πｊ (μ′ꎬ μꎬ 􀆺ꎬ μ)ꎮ 换言之ꎬ 当所有其他参与者采用同一对称

策略时ꎬ 每位参与人的收益相同ꎮ



再由条件期望的定义可得:

ＥＥ [ｖｋ ｜ (ｍＹꎬ ｍＮꎬ ｍＡ)] ＝
ｍＹ

ｍＹ ＋ ｍＮ ＋ ｍＡ
ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≥ ｖＹ]

＋
ｍＮ

ｍＹ ＋ ｍＮ ＋ ｍＡ
ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≤ ｖＮ]

＋
ｍＡ

ｍＹ ＋ ｍＮ ＋ ｍＡ
ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖＮ < ｖｋ < ｖＹ]

由于假设 ｖＮ＋ｖＹ<０ꎬ 并且内在收益分布 Ｆ 关于零点对称 (假设 ３)ꎬ 易验证:
ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≥ ｖＹ] ＋ ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≤ ｖＮ] < ０ꎬ 　 ＥＥ [ｖｋ ｜ ｖＮ < ｖｋ < ｖＹ] < ０

因此ꎬ 对所有可能的 ｌ 均有:

Ｚ１ꎬ ｌ ＋ Ｚ３ꎬ ｌ < (ｍ － ２)!
ｌ! ｌ! (ｍ － ２ － ２ｌ)!

× ｐｌ
Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－２－２ｌ
Ａ × ｄé

ë
êê

ù

û
úú ｐＡＥＥ [ｖｋ ｜ ｖＮ < ｖｋ < ｖＹ] < ０

(３)
此外ꎬ ｖＮ＋ｖＹ<０与分布对称性意味着 ｐＮ<ｐＹꎬ 故对所有可能的 ｌ 均满足:

ｐＮＥＥ [ｖｋ ｜ ｖ≥ ｖＹ] ＋ ｐＹＥＥ [ｖｋ ｜ ｖ≤ ｖＮ] < ０
进而得出:

Ｚ２ꎬ ｌ ＋ Ｚ４ꎬ ｌ < (ｍ － ２)!
ｌ! ｌ! (ｍ － ２ － ２ｌ)!

× ｐｌ
Ｙｐｌ
Ｎｐｍ－２－２ｌ
Ａ × ｄé

ë
êê

ù

û
úú (ｐＹＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≥ ｖＹ]

　 　 　 ＋ ｐＮＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≤ ｖＮ]) (４)
由条件期望性质可知:

ｐＹＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≥ ｖＹ] ＋ ｐＡＥＥ [ｖｋ ｜ ｖＮ < ｖｋ < ｖＹ] ＋ ｐＮＥＥ [ｖｋ ｜ ｖｋ ≤ ｖＮ] ＝ ０
结合不等式 (３) 和不等式 (４)ꎬ 则对所有可能的 ｌ:

Ｚ１ꎬ ｌ ＋ Ｚ２ꎬ ｌ ＋ Ｚ３ꎬ ｌ ＋ Ｚ４ꎬ ｌ < ０
而由等式 (１) 与不等式 (２) 可知ꎬ 必然满足(１) ＋(２)≥０ꎬ 这与上述推导出的不

等式矛盾ꎮ① 因此ꎬ 我们排除了 ｖＮ＋ｖＹ<０这一情形ꎮ
类似地ꎬ 假设存在 ｖＮ＋ｖＹ>０ 的对称均衡ꎬ 则可采用完全平行的推导得出类似的矛盾

(此时不等式方向恰好相反ꎬ 最终导致与(１)＋(２)≤０的矛盾)ꎮ
综上所述ꎬ 我们得出结论: 在正则图中ꎬ 任意对称二阈值均衡必然满足 ｖＮ＋ｖＹ ＝ ０ꎮ
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